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Introduction Réseau de Petri

Definition
Un réseau de Petri est un tuple N = (P, T , Pre, Post) où

P l’ensemble de places.
T l’ensemble de transitions.
Pre ⊆ P × T
Post ⊆ T × P

On appelle marquage de N un élément m de N|P|.
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Introduction Réseau de Petri

Definition

m est atteignable depuis m0 si il existe t1, ..., tn ∈ T tels que m0
t1−→ ...

tn−→ m.
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Introduction Beaux préordres

Definition
Un préordre ⪯ est un beau préordre (wqo en anglais) si et seulement si pour
toute séquence infinie x1, x2, ... il existe deux indices i , j ∈ N tels que i < j et
xi ⪯ xj .

Exemples :
(N,≤) est un beau préordre.
(Z,≤) n’est pas un beau préordre.
(Nk ,≤) où (x1, .., xk) ≤ (y1, .., yk) si ∀i on a xi ≤ yi , est un beau préordre.
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Introduction Couverture

Definition
m est couvrable depuis m0 si il existe t1, ..., tn ∈ T et m′ tels que m ≤ m′ et
m0

t1−→ ...
tn−→ m′.

Definition
Un ensemble de couverture Cover(m0) désigne l’ensemble des marquages
couvrables depuis m0.

Exemples d’applications : Problèmes de sûreté, d’exclusion mutuelle
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Introduction Couverture

Definition
Un ideal I pour un préordre ≤ est un ensemble :

clos par le bas
dirigé vers le haut
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Introduction Histoire et Contribution

Un petit historique :
Karp, R.M., Miller, R.E. (1969)
Finkel, A. (1991)
Finkel, A., Geeraerts, G., Raskin, J.F., Van Begin, L. (2005)
Geeraerts, G., Raskin, J.F., Van Begin, L. (2010)
Reynier, P.A., Servais, F. (2013)
Piipponen, A., Valmari, A. (2016)
Reynier, P.A., Servais, F. (2019)
Finkel, A., Haddad, S., Khmelnitsky, I. (2020)
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Introduction Histoire et Contribution

Mitsuharu Yamamoto, Shogo Sekine, and Saki Matsumoto. 2017. Formalization of
Karp-Miller tree construction on petri nets. (CPP 2017)

Notre contribution : Nous essayons d’apporter une certification en Coq à
l’algorithme de Finkel, Haddad et Khmelnitsky en étendant la modélisation en
Coq de l’algorithme de Karp Miller par Mitsuharu et al.
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Modélisation en Coq de Karp Miller Réseaux de Petri

1 Section PetriNetDef.
2

3 Record petri_net :=
4 PetriNet {
5 place : finType;
6 transition : finType;
7 Pre: transition -> {ffun place -> nat};
8 Post : transition -> {ffun place -> nat};
9 }.

10

11 Definition marking (pn : petri_net) := {ffun place pn -> nat}.
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Modélisation en Coq de Karp Miller L’algorithme classique de Karp Miller

(0, 0, 0)

(1, 1, 0)

(2, 2, 0) (0, 1, 1)

(1, 2, 0)

t1

t1 t2

t1

Fonction d’accélération Ω(marquage,arbre) :
∀p Ω(m, T )(p) =

Si il existe un ancêtre ma à m dans T tel que ma ≤ m et ma(p) < m(p) alors
ω

Sinon m(p)
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Modélisation en Coq de Karp Miller L’algorithme classique de Karp Miller

L’algorithme classique de Karp Miller :
INPUT : N un réseau de Petri, m0.
OUTPUT : un arbre couvrant T
T ←− N(m0)
Front = {m0}
Tant que Front ̸= ∅ on sort un élément m ∈ Front.

Si m admet un ancêtre dans T ayant la même étiquette alors on ne fait rien
Sinon pour chaque transition t :
si m t−→ mt alors on rajoute dans l’arbre T un fils Ω(mt , T ) à m.
Front ←− Front ∪ Ω(mt)
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Modélisation en Coq de Karp Miller Le problème de la terminaison

root

< ω

< ω

< ω

< ω
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Modélisation en Coq de Karp Miller Le problème de la terminaison

Definition
Soit (mi)i≤n une séquence de marquages, (mi)i≤n est une bonne séquence si
∀p ∈ P,∀i < n on a mi(p) = ω =⇒ mi+1(p) = ω.

Definition
Soit s1, s2 deux bonnes séquences de marquages alors on dit que s2 ≤ s1 si et
seulement si il existe une t ∈ T telle que s1

t−→ s2 avec accélération et que le
dernier élément de s2 n’apparaît pas dans s1.
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Modélisation en Coq de Karp Miller Le problème de la terminaison

Definition
Une relation ⪯ est bien fondée (wf en anglais) si et seulement si il n’existe pas
de séquence infinie décroissante.

1 Variable A : Type.
2 Variable R : A -> A -> Prop.
3

4 Inductive Acc (x: A) : Prop :=
5 Acc_intro : (forall y:A, R y x -> Acc y) -> Acc x.
6

7

8 Definition well_founded := forall a:A, Acc a.
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Modélisation en Coq de Karp Miller L’algorithme

1 Inductive kmtree :=
2 DLf | Lf of markingc | Br of markingc & {ffun transition -> kmtree}.

Br(0, 0, 0)

Br(ω, ω, 0) DLf DLf

Lf (ω, ω, 0) Br(ω, ω, ω) DLf

Lf (ω, ω, ω) Lf (ω, ω, ω) Lf (ω, ω, ω)

t1 t2 t3

t1 t2 t3

t1 t2 t3
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Modélisation en Coq de Karp Miller L’algorithme

1 Definition mkkmtreeF (mcp : {mcp | mkkmt_inv mcp.1 mcp.2})
2 (F' : forall y, mkkmtreeT y mcp -> kmtree) :=
3 Br (val mcp).2 [ffun t : transition =>
4 match dec_op (nextma (val mcp) t) with
5 | inleft (exist mcp' Hnext) =>
6 match dec (mcp'.2 \in mcp'.1) with
7 | left _ => Lf mcp'.2
8 | right Hnotin => F' mcp' _
9 end

10 | inright _ => DLf
11 end].
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L’algorithme de Finkel, Haddad et Khmelnitsky Les méta-transitions

m m′ m′′a b

compo(a, b)

On peut créer des méta-transitions qui se comportent comme des transitions
mais :

peuvent simuler des séquences de transitions.
peuvent avoir des ω dans leur Pre et Post.
peuvent simuler des accélérations.
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L’algorithme de Finkel, Haddad et Khmelnitsky Les méta-transitions

(x , y)

(x − 1, y + 1)

t

On peut créer l’accélération a :
Pre(a) = (ω, 0)
Post(a) = (ω, ω)

m

m′

a

⇐⇒

m

m′

t

t

ω
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L’algorithme de Finkel, Haddad et Khmelnitsky Principe de l’algorithme

L’algorithme de Finkel, Haddad et Khmelnitsky :
INPUT : N un réseau de Petri, m0.
OUTPUT : un arbre couvrant T tel que T est la plus petite couverture de N ,
Les noeuds de T forment une antichaîne.

(0, 0, 0) ∅
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L’algorithme de Finkel, Haddad et Khmelnitsky Principe de l’algorithme

L’algorithme de Finkel, Haddad et Khmelnitsky :
INPUT : N un réseau de Petri, m0.
OUTPUT : un arbre couvrant T tel que T est la plus petite couverture de N ,
Les noeuds de T forment une antichaîne.

(0, 0, 0) ∅

(1, 1, 0)

t1a1
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L’algorithme de Finkel, Haddad et Khmelnitsky Principe de l’algorithme

L’algorithme de Finkel, Haddad et Khmelnitsky :
INPUT : N un réseau de Petri, m0.
OUTPUT : un arbre couvrant T tel que T est la plus petite couverture de N ,
Les noeuds de T forment une antichaîne.

(0, 0, 0) {a1}
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L’algorithme de Finkel, Haddad et Khmelnitsky Principe de l’algorithme

L’algorithme de Finkel, Haddad et Khmelnitsky :
INPUT : N un réseau de Petri, m0.
OUTPUT : un arbre couvrant T tel que T est la plus petite couverture de N ,
Les noeuds de T forment une antichaîne.

(ω, ω, 0) {a1}

(ω, ω, 0) (ω, ω, 1)

t1 t2
= a2
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L’algorithme de Finkel, Haddad et Khmelnitsky Principe de l’algorithme

L’algorithme de Finkel, Haddad et Khmelnitsky :
INPUT : N un réseau de Petri, m0.
OUTPUT : un arbre couvrant T tel que T est la plus petite couverture de N ,
Les noeuds de T forment une antichaîne.

(ω, ω, 0) {a1, a2}
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L’algorithme de Finkel, Haddad et Khmelnitsky Principe de l’algorithme

L’algorithme de Finkel, Haddad et Khmelnitsky :
INPUT : N un réseau de Petri, m0.
OUTPUT : un arbre couvrant T tel que T est la plus petite couverture de N ,
Les noeuds de T forment une antichaîne.

(ω, ω, ω) {a1, a2}
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L’algorithme de Finkel, Haddad et Khmelnitsky Difficultés rencontrées

Lors de notre modélisation en Coq nous avons rencontré des difficultés sur les
points suivants :

La modélisation du non déterminisme de l’algorithme
La terminaison
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Conclusion

En conclusion :
On a compris la modélisation et certification en Coq par Mitsuharu
Yamamoto, Shogo Sekine, and Saki Matsumoto de l’algorithme de Karp
Miller.
On a étudié l’amélioration de l’algorithme de Karp Miller par Alain Finkel,
Serge Haddad, Igor Khmelnitsky.
On a commencé à modéliser en Coq l’algorithme d’Alain Finkel, Serge
Haddad, Igor Khmelnitsky en étendant la modélisation de Mitsuharu
Yamamoto, Shogo Sekine, and Saki Matsumoto.
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